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je provedeno rozdělení a popis jednotlivých nelinearit. Následně je tato práce zaměřená na 
geometrické nelinearity a snap-through efekt. V další části jsou uvedeny dva příklady 
možného uložení von Misesovy příhradové konstrukce a jejich analyticko-numerické řešení 
podle teorie 1. řádu a 2. rádu. Následně je provedeno řešení pomocí MKP podle teorie 
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Seznam použitých zkratek a symbolů 
 
Označení Název Jednotka 
A plocha průřezu [m2] 
𝐵𝑋, 𝐵𝑌 reakce v bodu B [N] 
DR Dynamic Relaxation - 
E Youngův modul 
pružnosti 
[Pa] 
EPB Elastic Post-Buckling - 
Err1  Relativní chyba [%] 
Err2 Chyba [N] 
F,F1, F2,  Síla [N] 
FEkrit kritická síla na vzpěr 
podle Eulera 
[N] 
FEXT kritická síla [N] 
IEPB Inlastic Post-Buckling - 
J kvadratický moment 
průřezu 
[m4] 
L Délka [m] 
MR Reakční moment [N⸱m] 
MKP metoda konečných 
prvků 
- 
𝑁, 𝑁1, 𝑁2 Normálová síla [N] 




𝑈1, 𝑈2 potenciální energie 
členu 
[J] 
V objem [m3] 
𝑊F Práce vnějších sil [J] 
a vzdálenost [m] 
b vzdálenost [m] 
c1, c2 tuhost [N⸱m
-1] 
cX, cY tuhost pružin [N⸱m
-1] 
k tuhost prutu [N⸱m-1] 
𝑢𝐵, 𝑣𝐵 posuv bodu B [m] 
𝑣2  Průhyb [m] 
𝑣2
∗ Skutečný průhyb [m] 
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𝑣𝐴, 𝑣𝐴0, 𝑣𝐴1, 𝑣𝐴2, 𝑣𝐴3, 
𝑣𝐴4, 𝑣𝐴5 
posuv bodu A [m] 
Δ𝐿, Δ𝐿1, Δ𝐿2 změna délky [m] 
Π celková potenciální 
energie 
[J] 
𝛼 úhel natočení [rad] 
𝛼𝐸𝑋𝑇
∗  kritický úhel natočení [rad] 
𝛼∗ Skutečný úhel natočení [rad] 
𝜀 poměrná podélná 
deformace 
[1] 
µ Poissonovo číslo [1] 








1. Úvod  
 
Problematika nelinearit v konstrukcích je velmi obsáhlá oblast. Tato diplomová práce se 
zabývá konkrétně porovnáním 1. řádu, 2. řádu a metody konečných prvků v souvislosti se 
snap-through efektem, který spadá do oblasti geometrických nelinearit. Tento problém je 
podrobněji vysvětlen na jednoduchém příkladu, von Misesově nosníku s uložením na tuhých 
podporách a následně na modifikované úloze s pružnými podporami. 
V první části jsou teoreticky popsány typy nelinearit v konstrukcích. Pozornost je 
věnována především geometrickým nelinearitám, konkrétně snap-through efektem, na který 
je diplomová práce zaměřená. Dále je popsán rozdíl mezi teorií malých deformací (1. řádu, 
teorií 2. řádu) a teorií velkých deformací. 
Další část je praktická, ve které je na jednoduché konstrukci provedeno analyticko-
numerické řešení dle teorie 1. a 2. řádu malých deformací a následně řešení pomocí MKP 
(teorie velkých deformací). Tato úloha je pak modifikována nahrazením absolutně tuhých 
podpor podporami pružnými.  
Cílem této diplomové práce je porovnání výsledků a určení vhodnosti těchto teorií při 
popisu snap-through efektu této konstrukce. Následně je proveden návrh přípravku pro 














2. Nelineární úlohy konstrukcí 
 
Chování konstrukcí lze popsat různými způsoby, které se liší jak složitostí, tak  
i přesností a odlišností modelů od reálného stavu. Jako nejčastější a nejjednodušší popis se 
používá popis pro lineární mechaniku kontinua pro oblast pevných těles. Předpokládá se, že 
vlivem zatěžování dojde k lineárně závislé odezvě. Mnohdy si s lineárním popisem 
vystačíme jakožto s orientačním řešením, které nám dá představu o chování dané 
konstrukce.  
Lineární mechanika kontinua pro oblast pevných těles je postavena na následujících 
předpokladech:  
• Platnost Hookeova zákona  
• Posuvy jsou malé vůči rozměrům tělesa 
• Malá přetvoření, platí Cauchyho kinematické vztahy  
• Podmínky rovnováhy platí pro nedeformovanou konstrukci 
Ve spoustě případů si však s lineárním popisem nelze vystačit, nebo ho nelze vůbec 
použít kvůli velkým odlišnostem od reálného stavu. Proto je nutné použít popis  
nelineární.  
Nelineární analýzy struktur počínají u Leonarda Eulera (1707-1783). Ve svém dodatku 
„De curvis elasticis“ Euler používá variační metodu pro vyjádření zatížení pro vzpěr 
přímého nosníku. Tento problém stability lze vyřešit pouze za předpokladu rovnic 
rovnováhy, které platí pro deformovaný nosník. Tyto rovnice rovnováhy, vyjádřené 
v deformovaném stavu nosníku, v sobě zahrnují posuvy jako proměnnou veličinu. 
V rovnicích rovnováhy jsou dále posuvy násobeny silami, které jsou odvozeny z posuvů. 
Tento výsledek vede k rovnicím, které jsou nelineární z hlediska neznámých posuvů. [1] 
Později bylo objeveno mnoho dalších druhů nelinearit v oblasti mechanického chování 




Geometrická nelinearita souvisí se změnami v geometrii struktury během analýzy. Tato 
nelinearita nastává vždy, když velikost posuvů ovlivňuje reakci struktury. To může být 
způsobeno buď velkými výchylkami nebo rotacemi, počátečním napětím nebo snap-through 
efektem. 
Jako příklad lze uvažovat na jednom konci vetknutý nosník, který je na druhém konci 




Obrázek 1.1 – Velké deformace 
 
Pokud jsou výchylky nosníku malé, lze analýzu považovat za přibližně lineární. Pokud 
jsou však výchylky nosníku velké, mění se tvar konstrukce a tím i její tuhost. Kromě toho, 
pokud zatížení nezůstane kolmé na nosník, působení zatížení na konstrukci se významně 
změní. Když se nosník vychýlí, zatížení může být rozloženo na složku kolmou k nosníku  
a složku působící normálově k nosníku. Oba tyto účinky přispívají k nelineární odezvě 
nosníku, a to změnou tuhosti nosníku při zvyšování zatížení. 
Z uvedeného vyplývá, že velké průhyby a rotace mají velký vliv na způsob, jakým jsou 
konstrukce zatíženy. Geometrická nelinearita však nastává i v případě, kdy posunutí nejsou 
velké vzhledem k rozměrům konstrukce. Na obrázku 1.2 je znázorněn případ snap-through 
efektu, kdy na velkou desku působí tlak. 
 
 





V tomto příkladu dochází ke změně tuhosti desky při její deformaci. Když se deska 
překlopí, bude její tuhost záporná. I když je tedy velikost posuvů vzhledem k rozměrům 
desky poměrně malá, je zde významná a zajímavá geometrická nelinearita. 
V praxi se lze s touto nelinearitou setkat například u obloučkového uzávěru sklenice, 
který svou konstrukcí drží víko zavřené, dokud není překročena kritická síla pro překonání 
snap-through efektu. 
 
Obrázek 1.3 – Příklad snap-through efektu na uzávěru sklenice 
 
Jako další příklad lze použít deštník, který se chová jako konstrukce na pružných 
podporách vlivem pružnosti materiálu, který je připojen ke kostře deštníku.   
 





Obrázek 1.5 – Příklad snap-through efektu na deštníku (potom) 
 
Materiálové nelinearity 
 Lineárně elastické konstituční zákony jsou jen aproximacemi reálného chování 
materiálu. Materiál, jako je například guma, je nelineárně elastický (tj. napětí nejsou lineárně 
úměrné k poměrné deformaci). Materiál se také může stát plastickým, jestliže je překročena 
mez kluzu (tj. část poměrné deformace zůstává poté, co na materiál nepůsobí žádné vnější 
zatížení). Některé materiály mohou také dosáhnout časově závislé deformace. Existují 
specifické konstituční modely pro elasto-plastické, visko-elastické a visko-plastické chování 
různých typů materiálů. Mezi materiálové nelinearity lze zařadit také vliv teploty (mění se 
materiálové vlastnosti). 
 





Nelinearity v okrajových podmínkách 
Typickou úlohou na nelinearitu v okrajových podmínkách je kontaktní problém, viz 
obr. 1.7. Kontaktní vazba přenáší sílu ve směru tlaku ale nikoliv ve směru tahu. Přenáší-li 
vazba tlak, pak není dopředu známo rozložení kontaktního tlaku a není známa ani velikost  
a tvar kontaktní plochy. 
 
 
Obrázek 1.7 – Úloha s kontaktem 
Zdroj: https://hyperworks.com.mx/solution/Structural-Analysis 
 
Tyto nelinearity lze následně rozdělit z hlediska závislostí (tj. zatížení závislé na 
posuvech, tuhost závislá na posuvech, aj.). Stabilitu lze uvažovat jako speciální případ 
nelinearity, jelikož může nastat z důsledku geometrické nebo materiálové nelinearity.  
 
Teorie 1. řádu 
Teorie 1. řádu je založena na principu vyjádření podmínek rovnováhy na nedeformované 
konstrukci. Vyučuje se v běžné inženýrské statice. Jde o důsledek tzv. předpokladu malých 
deformací (změny tvaru konstrukce jsou malé vzhledem k rozměrům konstrukce), díky 
kterému lze spolu s lineární závislostí mezi napětím a přetvořením využít princip 
superpozice. 
 
Teorie 2. řádu 
Teorie druhého řádu slouží ke zjednodušení metod geometricky nelineárních analýz 
konstrukcí. Je postavena na následujících předpokladech: 
• Rovnice rovnováhy se vyjadřují na deformovaném tvaru konstrukce 
• Platnost teorie malých deformací 




Teorie velkých deformací 
Teorie velkých deformací bere v úvahu kromě změny tvaru také změnu délky 
konstrukce. Je zde nelineární závislost mezi zatížením a deformací. Tato metoda je přesnější, 
ale je obtížné získat řešení oproti předchozím teoriím.  
Na obrázku 1.8 lze vidět rozdíl mezi teorií prvního řádu, teorií druhého rádu a teorií 
velkých deformací.  
 
 
Obrázek 1.8 – Nosník namáhaný kombinovaným zatížením [2] 
 
 
Na obrázku 1.8 je vlevo zobrazen princip teorie 1. řádu. Je zde lineární závislost mezi 
zatížením a deformací a platí zde teorie malých deformací, řešení lze získat jednoduše. 
Uprostřed je zobrazen princip teorie 2. řádu, závislost mezi zatížením a deformací zde může 
být lineární nebo nelineární. Zde také platí teorie malých deformací, je ale složitější zde 
získat řešení. Napravo je zobrazena teorie velkých deformací, kdy závislost mezu zatížením 
a deformací je nelineární a je obtížné získat řešení. 






Stav řešené problematiky 
Autoři ve [4] popisují pomocí metody dynamické relaxace nelineární chování 
konstrukcí. Za účelem prokázání schopnosti navrhovaných strategií je analyzováno několik 
3D a 2D konstrukcí s geometricky nelineárním chováním. 
 
Obrázek 1.9 – Příklad 3D konstrukce s geometricky nelineárním 
chováním (star truss) [4] 
 
V [5] byla vyvinuta metodika pro provádění nelineární postbucklingové analýzy 
ocelových prostorových příhradových systémů. Geometrické efekty prvního řádu jsou 
zahrnuty pomocí geometrické matice tuhosti. Účinky druhého řádu jsou zahrnuty 
prostřednictvím formulace transformace souřadnicových souřadnic. V této literatuře je 
prezentována strategie inkrementálního/iteračního řešení využívající modifikované 
Newtonovy-Raphsonovy iterace s konstantním omezením délky oblouku.  
Autoři v [6] pozorovali účinky vzpěru a poddajnosti členů nosníku na konečnou sílu 
v prostoru. V této literatuře jsou vyvodeny užitečné závěry pro výběr vhodného algoritmu  
a správného referenčního zatížení za účelem získání buď klasického lineárního vzpěrného 
zatížení nebo dobrého přiblížení skutečného geometricky nelineárního vzpěrného zatížení. 
O nelinearitách dále píše Crisfield [7] a Hrinda [8], který rozepisuje použití metody 
délky oblouku a její význam kvůli kritickým bodům geometricky nelineárních struktur, které 
se objevují během reakce na velké zatížení. 
V [9] představuje příspěvek autorů Ramesh a Krishnamoorthy neelastickou vzpěrovou 
analýzu struktur metodou Dynamické Relaxace (DR). Zjednodušená formulace 
neelastických konečných prvků pro příhradové prvky a nové algoritmy jsou navrženy pro 
analýzu Elastic Post-Buckling (EPB) a Inelastic Post-Buckling (IEPB) pomocí metody DR. 
Vzpěr pro elastické analýzy, analýzy EPB a IEPB je zachycen pomocí metody proměnné 
délky oblouku.  
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3. Analyticko-numerické řešení von Misesovy příhradové 
konstrukce  
Popis příkladu: Rovinný nosník složený ze dvou členů je zatížen svislou silou F, viz 
obrázek 2.1. Materiál prutů je izotropní, lineární a elastický. Kloubová vazba je bez tření  
a je absolutně tuhá. Maximální působící tlaková síla je dostatečně malá, aby nebyla 




Obrázek 2.1 – Von Misesova příhradová konstrukce zatížená silou F (tuhé 
podpory) 
Zdroj: FRYDRÝŠEK, K., sylabus textů geometrických nelinearit [11] 
 
 
3.1. Řešení podle teorie 1. řádu 
Teorie prvního řádu předpokládá lineární závislost mezi zatížením (F) a deformací (𝑣𝐴), 
díky předpokladu, že úhel   se nemění. Tento postup je nejjednodušší, lze ho však uplatnit 
jen za předpokladu malých deformací. Nepřesnost výpočtu roste s velikostí deformace. 
 
Obrázek 2.2 – Von Misesova příhradová konstrukce podle teorie 1. řádu 




Platí tedy vztahy, uvedené v tabulce 2.1: 
 
Tabulka 2.1 (řešení dle teorie 1. řádu) 















𝐋 = √𝐚𝟐 + 𝐛𝟐 























3.2. Řešení podle teorie 2. řádu 
Nelineární řešení podle teorie druhého řádu předpokládá změnu původního úhlu   
na * vlivem deformace nosníku pod silou F. Předpokládaná deformace a změna úhlu je 
vidět na obrázku 2.3. 
 
Obrázek 2.3 – Von Misesova příhradová konstrukce podle teorie 2. řádu 




Užitím styčníkové metody lze v bodě “A*” napsat rovnice rovnováhy pro deformovaný 
nosník. 
Rovnice rovnováhy: 















Potom pro normálovou sílu N platí: 






Úhel * je neznámý, je proto nutné přidat deformační podmínku. Z obrázku 2.3 lze určit: 
 
(L + ΔL)𝑐𝑜𝑠𝛼
∗ = a (2.4) 
 
Přičemž platí, že: 
L = √a2 + b2 (2.5) 






























Pro vyjádření závislosti působící síly na výsledném úhlu * lze upravit rovnici (2.7)  
do tvaru: 





a pro další výpočty i její derivaci: 
𝜕𝐹
𝜕𝛼∗










Obrázek 2.4 – Závislost síly F na úhlu * pro různé tuhosti v tahu/tlaku EA 
 
 






Následně lze z rovnice (2.9) určit lokální extrémy hodnot působící síly F, hledá se tedy 
úhel *EXT který se určí z rovnice 
𝜕𝐹
𝜕𝛼∗



































pro n ∈ Z, kde Z je množina celých čísel. Fyzikální význam mají však pouze kořeny, pro 
které platí: 
 𝛼𝐸𝑋𝑇












 na úhlu * lze vidět na obrázku 2.6., kde 𝛼𝐸𝑋𝑇
∗  se nachází v bodech “1“ a “3“. 
 
Obrázek 2.6 – Závislost 
𝝏𝑭
𝝏𝜶∗
 na úhlu * 
 
 
Pro určení maximální síly F = FEXT lze využít závislost parametrů *EXT na  
a
L
  a pravidel 




















Pro sílu FEXT tedy platí: 
 
 





























Obrázek 2.7 – Závislost 𝜶𝑬𝑿𝑻








Obrázek 2.8 – Závislost mezi úhlem 𝜶𝑬𝑿𝑻





Pro určení reakcí v bodě B (obrázek 2.3) lze vyjít z rovnic pro normálovou sílu (2.3).   
 
𝑡𝑎𝑛𝛼𝐸𝑋𝑇





























Na obrázku 2.8 jsou zobrazeny reakce v podpěrách. Lze vidět, že reakce 𝐵𝑦 je lineárně 
závislá na zatěžovací síle F, kdežto reakce 𝐵𝑥 se chová nelineárně. Bod „“1“ představuje 
počátek působení síly a zároveň situaci, kdy 𝛼∗ = −𝛼0. Lze vidět, že reakce 𝐵𝑥 má lokální 
extrém v bodě „“2“, který představuje situaci, kdy jsou oba členy v horizontální pozici. 
 
Obrázek 2.8 – Reakční síly v podporách v závislosti na velikosti síly F 
 
















Lokální extrém, kdy je normálová síla N=NMIN, nastane v situaci, kdy * = 0 rad (tedy 
když deformované pruty jsou v horizontální pozici s maximálním tlakem – bod 2 na obrázku 
2.9) Proto: 
𝑁𝑀𝐼𝑁 = EA (
a
L𝑐𝑜𝑠0 
− 1) = EA (
a
L 
− 1) (2.15) 
 
Rovnici (2.15) lze také vyjádřit z deformační podmínky (rovnice 2.4): 











Zatěžovací dráha z bodu “1“ do bodu “3“ vede k záporným normálovým silám v obou 
členech konstrukce (tlak) a zatěžovací dráha z bodu “3“ do bodu “4“ vede ke kladným 
normálovým silám (tah), viz obrázek 2.9. 
 
 
Obrázek 2.9 – Závislost normálové síly N na úhlu * 
 
Z obrázku 2.3 lze vyjádřit závislost posuvu bodu A ve vertikálním směru: 
𝑣𝐴 = b − a 𝑡𝑎𝑛𝛼
∗   (2.17) 
 
Lze vidět, že posuv 𝑣𝐴 je téměř lineárně závislý na úhlu 
* (obrázek 2.10). Je však nelineární 

















Bod „0“ na obrázcích 2.10 a 2.11 představuje nezatížený stav, tedy 
 𝛼∗ = 𝛼0 = 𝑎𝑡𝑎𝑛 (
b
a 
) a posuv 𝑣𝐴0 = b − a 𝑡𝑎𝑛 [𝑎𝑡𝑎𝑛 (
b
a









) a posuv 

















Bod „2“ na obrázcích 2.10 a 2.11 představuje situaci, kdy oba zatížené členy jsou 
v horizontální pozici, tedy 𝛼∗ = 0 rad a posuv 𝑣𝐴2 = b − a 𝑡𝑎𝑛 0 = b. 
 






















Bod „4“ na obrázcích 2.10 a 2.11 představuje situaci, kdy se konstrukce dostává  







) a posuv  𝑣𝐴4 = b − a 𝑡𝑎𝑛 [−𝑎𝑡𝑎𝑛 (
b
a





Bod „5“ na obrázcích 2.10 a 2.11 představuje situaci, kdy je v obou členech konstrukce 




3.3. Alternativní řešení pomocí principu minima potenciální energie 
Alternativní cesta pro vyjádření rovnice (2.8), nebo pro kontrolu výsledků, může být 
udělána pomocí principu minima potenciální energie Π nosníku: 













je potenciální energie poměrné deformace v každém členu s konstantním průřezem, 
s elastickým chováním materiálu 𝜎 = 𝐸𝜀 a s objemem V [m3], a kde 




je práce vnější síly F (potenciální energie vnějších sil). 












− 1  
 
(2.21) 
Dosazením pak lze získat: 





+ F(a 𝑡𝑎𝑛𝛼∗ − b)   
 
(2.22) 
Celková potenciální energie je nyní vyjádřena jako funkce závislá na parametrech *  





















− 1) + F] = 0   
 
(2.23) 































− 1) + F]) = 
 

















Průběh funkce (2.25) je znázorněn v závislosti na úhlu 𝛼∗ graficky na obrázku 2.12. 
 
 
Obrázek 2.12 – Závislost 
𝝏𝟐𝚷
𝝏𝜶∗𝟐













∗ > 0. Lze tedy psát, že příhradový nosník 
je: 
• Stabilní pro 𝛼∗ < −𝛼𝐸𝑋𝑇
∗   nebo 𝛼∗ > 𝛼𝐸𝑋𝑇















• Nestabilní pro −𝛼𝐸𝑋𝑇
∗ < 𝛼∗ < 𝛼𝐸𝑋𝑇

















3.4. Řešení pomocí metody konečných prvků 
Rozměry úlohy byly nastaveny tak, aby odpovídaly rozměrům zadané konstrukce. 
Plocha průřezu prutu je A=314.159 mm2, což odpovídá ploše kruhu o poloměru 10 mm. 
Podpory jsou uvažovány jako absolutně tuhé, vazby jsou bez tření.  
Úloha je řešena v sw MSC. Marc/Mentat. Použitím MKP by měl být výpočet přesnější 
oproti teorii 2. řádu, protože využívá teorii velkých deformací. Cílem tohoto výpočtu je také 
následné porovnání výsledků s teorií 2. řádu. 
Materiál je izotropní, lineární a elastický a jeho parametry jsou zobrazeny v tabulce: 
Tabulka 2.1 
Youngův modul pružnosti E 
 
210000 MPa 




Uspořádání úlohy a její rozměry jsou patrny z obrázku. 
 
Obrázek 2.13 – Geometrie von Misesovy příhradové konstrukce [mm] 
 
 
 Okrajovými podmínkami jsou zamezení posuvů ve všech uzlech ve směru osy z a dále 
zamezení posuvů v podporách. Na konstrukci dále působí lineárně zvyšující se  
síla F <0 N; 100000 N> v závislosti na čase. 
Síť je rovinná a je tvořena 3 uzly a 2 elementy typu LINE (2). 
 






π22.1 ∙ 1011 ∙ 7.85 ∙ 10−9
0.50252







přičemž maximální normálovou sílu v tlaku lze určit ze vztahu (2.15), proto: 
𝑁𝑀𝐼𝑁 = EA (
a
L
− 1) = 210000 ∙ 314.16 (
500
502.5
− 1) = −327414 N, 
 
(2.28) 
Je tedy splněna podmínka 𝐹𝐸𝑘𝑟𝑖𝑡1 > |𝑁𝑀𝐼𝑁|. 
 
Řešení pomocí Newton Raphson metody, large strain 
 
Pro řešení pomocí Newton Raphsonovy metody byly iterace nastaveny na konstantní 
časový krok 0.02 s pro celkem 50 kroků. Dále byl nastaven řešič na „large strain“ pro 
zahrnutí nelinearit velkých deformací. 
 
 
Obrázek 2.15 – Kritický stav von Misesovy příhradové konstrukce (Newton 









Obrázek 2.16 – Závislost působící síly F na posuvu 𝒗𝑨 (Newton Raphson, large 
strain) 
 
Tato metoda však nekonverguje v oblasti lokálního extrému síly, tj. když začíná 
nestabilita (viz obrázek 2.16). Proto je nutné zvolit jinou, vhodnější metodu. Jako vhodnou 
metodu lze použít metodu oblouku (arc length), která si s tímto problém dovede poradit.  
Pro porovnání je princip obou metod zobrazen na obrázku 2.17. Jednotlivá čísla v grafu 





Obrázek 2.17 – Porovnání principu metody Newton Raphson a Arc-Length 
 
 
Řešení pomocí Arc Length metody, large strain 
 
K výpočtu byla využita modifikovaná Riks-Rammova metoda, které je popsána v [12]. 
Pro výpočet úlohy byly její parametry nastaveny následovně:  
Initial Fraction 0.0001 
Maximum Fraction 0.005 
Maximum Increments In Loadcase 500000 
Desired Recycles / Increment 5 
 
Tyto hodnoty byly zvoleny pro přesný popis porovnání výsledků MKP s výsledky 
analyticko-numerického řešení. Dále byl řešič znovu nastaven na „large strain“ pro zahrnutí 





Obrázek 2.18 – Závislost působící síly F na posuvu 𝒗𝑨 (Arc-length, large strain) 
 
 
Na obrázku 2.19 lze vidět závislost mezi reakcemi a působící silou F. Znovu platí, že 












4. Analyticko-numerické řešení modifikované von Misesovy 
příhradové konstrukce s uvažováním pružných podpor 
 
Popis příkladu: Rovinný nosník složený ze dvou členů je zatížen svislou silou F, viz 
obrázek 3.1. Materiál prutů je izotropní, lineární a elastický. Kloubová vazba je bez tření  
a je absolutně tuhá. Nosník je uložen na pružných podporách, tudíž bod B není pevný oproti 
předchozímu příkladu. Pružiny jsou lineární. Pružiny cX působí pouze ve směru osy x, 
pružiny cY působí pouze ve směru osy y, pružiny se tedy nenatáčí kolem osy z. 
Úloha s tuhými podporami (kapitola 2) je v podstatě speciální případ úlohy s pružnými 
podporami, kdy tuhosti cX = cY → ∞. 
 
 
Obrázek 3.1 – Von Misesova příhradová konstrukce zatížená silou F (pružné 
podpory) 
Zdroj: Převzato od FRYDRÝŠEK, K. 
 
4.1. Řešení podle teorie 1. řádu 
Teorie prvního řádu předpokládá lineární závislost mezi zatížením (F) a deformací (𝑣𝐴), 
díky předpokladu, že úhel   se nemění, a proto na výslednou deformaci nebude mít tuhost 
pružiny cX žádný vliv. 
 
Tabulka 3.1 (řešení dle teorie 1. řádu) 















𝐋 = √𝐚𝟐 + 𝐛𝟐 
38 
 





























4.2. Řešení podle teorie 2. řádu 
Obdobně jako u předchozího příkladu lze odvodit vztahy pro teorii 2. řádu: 
 
Tabulka 3.1 















𝐋 = √𝐚𝟐 + 𝐛𝟐, 





















Obrázek 3.2 – Von Misesova příhradová konstrukce podle teorie 2. řádu 
(pružné podpory) 
Zdroj: Převzato od FRYDRÝŠEK, K. 
 
Pro úplný popis závislosti posunutí na síle však musí být přidána ještě další rovnice.  
Pro pružnou podporu v bodě B* platí: 





















Deformační podmínku pak lze odvodit z obrázku 3.2 a následně pomocí ní vyjádřit 
velikost síly F: 
(L + ΔL)𝑐𝑜𝑠𝛼



















































V případě, kdy tuhost pružin se blíží k nekonečnu, tedy cX → ∞, lze brát v úvahu 
podporu jako absolutně tuhou. Příklad s kloubovými vazbami je tedy speciální případ 






→ 0 a rovnice (3.4) se rovná 
rovnici (2.8). To je potvrzení o správnosti odvození. 
Síla F tedy není závislá na tuhosti pružných podpor cY, ale je závislá na tuhosti pružné 
podpory cX. Na obrázku 3.3 lze vidět závislost síly F na úhlu 𝛼
∗ podle rovnice (3.4).  
Pro různé tuhosti cX je nutné mít jinou sílu F pro přechod ze stabilní do nestabilní polohy 
členů konstrukce. Platí, že čím větší je hodnota tuhosti cX, tím větší sílu je potřeba vykonat 





Obrázek 3.3 – Závislost mezi působící silou F a úhlem 𝜶∗ pro různé tuhosti 𝐜𝐗 
 
Z grafu na obrázku 3.3 lze zjistit, že čím je tuhost podpěrných pružin menší, tím více 
dochází k linearizaci závislosti síly na úhlu natočení. Z důvodu změny směru působících 
reakcí od pružin v bodě 0 zde bude vždycky docházet také ke změně směru výsledného 




Stejným způsobem, jako u předchozího příkladu, lze ze vztahu pro sílu vyjádřit derivaci 










Průběh této funkce je zobrazen na obrázku 3.4. Pro lokální extrémy funkce F platí, že 
𝜕𝐹
𝜕𝛼∗
= 0, z čehož lze následně vyjádřit úhel, kdy bude zapotřebí největší síly při snap-
through efektu: 
𝛼𝐸𝑋𝑇





)   
 
(3.7) 
Rovnice (3.7) je totožná s rovnicí (2.11), z čehož vyplývá zajímavé zjištění, že dle teorie 
2. řádu úhel 𝛼𝐸𝑋𝑇
∗  závisí pouze na geometrických parametrech a, L a nezávisí na tuhosti 





Obrázek 3.4 – Závislost mezi 
𝝏𝑭
𝝏𝜶∗




Podobně jako v předchozím příkladu lze vyjádřit sílu 𝐹𝐸𝑋𝑇 = 𝐹(𝛼𝐸𝑋𝑇
∗ ), která je potřebná 







































   
(3.8) 

























































Na obrázku 3.5 je znázorněn graf závislosti 
𝐹
c1








Obrázek 3.5 – závislost 
𝑭
𝐜𝟏






Z grafu na obrázku 3.6 lze vyčíst, že nejmenší síly 𝐹𝐸𝑋𝑇 pro překonaní snap-through 




= 1. Oproti tomu nejtužší je konstrukce tehdy, kdy parametr 
a
L
= 0, čili když oba 





Obrázek 3.6 – Závislost relativní síly 
𝑭𝑬𝑿𝑻
𝐜𝟏




































a relativní normálová síla 
𝑁
𝑐1















Obrázek 3.9 – Závislost relativní normálové síly 
𝑵
𝐜𝟏






Lokální extrém normálové síly 𝑁 = 𝑁𝑀𝐼𝑁 nastane tehdy, kdy 𝛼
∗ = 0 rad, čili když 
deformované členy jsou v horizontální pozici. V této pozici jsou členy také nejvíce 
namáhány tlakem. Proto platí: 
𝑁𝑀𝐼𝑁 = c1 (
a
L𝑐𝑜𝑠0























Obrázek 3.10 – Závislost extrému relativní normálové síly 
𝑵
𝐜𝟏





Rovnici (3.14) lze také vyjádřit z deformační podmínky (3.3): 
(L + Δ𝐿0)𝑐𝑜𝑠0 = a + 𝑢𝐵0 ⇒ (L −
𝑁𝑀𝐼𝑁L
k













− 1 ⇒ 𝑁𝑀𝐼𝑁 = c1 (
a
L
− 1)   
 
(3.16) 
kde k je parametr vyjadřující tuhost v tahu/tlaku, pro kterou platí: k = EA. 
Vertikální posuv 𝑣𝐴 lze vyjádřit z geometrie na obrázku 3.2: 
𝑣𝐴 = b + 𝑣𝐵 − (L + ΔL)𝑠𝑖𝑛𝛼







































Dosazením síly F z rovnice (3.4) pak platí: 






− 𝑠𝑖𝑛𝛼∗]=  
= b + L𝑠𝑖𝑛𝛼∗ [c (1 −
a
L𝑐𝑜𝑠𝛼∗


























Na obrázku 3.11 je zobrazen vliv tuhosti cY na vertikální posuv 𝑣𝐴 v závislosti  
na působící síle F. Lze vidět, že kritická hodnota síly zůstává stejná pro všechny tuhosti, což 
potvrzuje tvrzení z rovnice (3.4) o tom, že síla F není závislá na tuhosti cY.  
 
 
Obrázek 3.11 –Závislost vertikálního posuvu 𝒗𝑨 na síle F pro různé hodnoty 
𝐜𝐘 
   
51 
 
4.3. Alternativní řešení pomocí principu minima potenciální energie 
Podobně jako u předchozího příkladu lze dospět alternativní cestou k rovnici (3.4) 
pomocí principu minima potenciální energie nosníku. 
Π = 𝑈1 + 𝑈2 − 𝑊F = kL𝜀
2 − F𝑣𝐴 
 
(3.21) 













dále pak lze potenciální energii zapsat jako funkci parametrů 𝛼∗ a F: 








− 𝐹 (b + L𝑠𝑖𝑛𝛼∗ [c (1 −
a
L𝑐𝑜𝑠𝛼∗
) − 1]) 
 
(3.23) 
a následně pak její derivace: 
𝜕Π
𝜕𝛼∗
= F [L𝑐𝑜𝑠𝛼∗ [c (
a
L𝑐𝑜𝑠𝛼∗


























4.4. Řešení pomocí metody konečných prvků 
Jak již bylo uvedeno výše, je nutné při výpočtu MKP použít metodu arc length. 
Uspořádání úlohy a její rozměry jsou patrny z obrázku (obrázek 3.12). Oproti předchozímu 
příkladu jsou zde absolutně tuhé podpory nahrazeny pružinami. Materiál zůstává stejný, jako 
u předchozího příkladu viz tabulka 2.1. Plocha průřezu A je 20 mm2. 
Úloha je řešena v sw MSC. Marc/Mentat. Použitím MKP by měl být výpočet přesnější 
oproti teorii 2. řádu, protože využívá teorii velkých deformací. Cílem tohoto výpočtu je také 
následné porovnání výsledků s teorií 2. řádu. 
 
 
Obrázek 3.12 – Geometrie von Misesovy příhradové konstrukce [mm] 
 
 
Okrajové podmínky a zatížení: 
• zamezení posuvů ve všech uzlech v ose Z.  
• Síla působící lineárně od 0 do -1000 N ve směru osy Y 
Pro tuhost pružin byla zvolena hodnota 100 N/mm. 
 





π22.1 ∙ 1011 ∙ 3.183 ∙ 10−11
0.5099022
= 253.74 N, 
 
(3.26) 
přičemž maximální normálovou síla v tlaku lze určit podle vztahu (3.14), proto: 
𝑁𝑀𝐼𝑁 = c1 (
a
L
− 1) = 7091.35 ∙ (
500
509.9
− 1) = −137.71 N 
 
(3.27) 




K výpočtu byla využita již zmíněná modifikovaná Riks-Rammova metoda. Pro výpočet 
úlohy byly její parametry nastaveny následovně:  
Initial Fraction 0.01 
Maximum Fraction 0.5 
Maximum Increments In Loadcase 200 
Desired Rexyxles / Increment 5 
 
Dále byl řešič znovu nastaven na „large strain“ pro zahrnutí nelinearit velkých 
deformací. 
Na obrázku 3.13 je zobrazena výsledná závislost mezi posuvem v bodě A ve vertikálním 
směru a působící silou F. 
 
Obrázek 3.13 – Závislost mezi posuvem 𝒗𝑨 a působící silou F (pružné podpory) 
 
Na obrázku 3.14 je zobrazena závislost reakcí v pružných podporách 𝐵 v závislosti  
na působící síle F. Lze vidět, že tam, kde je reakce 𝐵𝑌 nulová, tam je lokální extrém 











Na obrázku 4.1 a 4.2 je zobrazeno porovnání použitím teorie 1. řádu (malé deformace), 
teorie 2. řádu (malé deformace) a metody konečných prvků (velké deformace) na grafu 
závislosti mezi posuvem 𝑣𝐴 a působící silou F. Lze vidět, že snap-through část popisuje 
metoda 2. řádu a MKP téměř totožně, naproti tomu teorie 1 řádu vůbec nepopisuje tento jev, 
a tudíž ji nelze použít. V tabulce 4.1 je provedeno porovnání vybraných hodnot pro 5 bodů, 
viz obrázek 4.1 a 4.2. Jako referenční hodnota je brána hodnota podle metody konečných 
prvků, protože vzhledem k respektování velkých deformací je přesnější, a od ní se pak odvíjí 





− 1) ∙ 100 
 
kde F𝑀𝐾𝑃 je hodnota síly nutné pro daný posuv va podle metody konečných 

















Tabulka 4.1 – Porovnání [%] 
Bod Tuhé podpory Pružné podpory 
1 0 % -1 % 
2 -18 % -2 % 
3 0 % -1 % 
4 -47 % -1 % 
5 1 % -6 % 
 
Je nutné zohlednit skutečnost, že chyba je uvedena jako poměr dvou hodnot. V bodech 
2 a 4, kde se síla blíží nulové hodnotě, je rozdíl těchto dvou metod pouze v desítkách 
Newtonech. Ačkoliv je tento rozdíl malý, poměr těchto dvou hodnot může být velký. Také 
chyba menší než 0.005 je zde zobrazena jako 0 %. Proto je zde uvedena následující tabulka 
4.2, která udává rozdíl těchto sil v Newtonech podle vztahu: 
Err2 = F𝑀𝐾𝑃 − F2𝑅 
 
(4.1) 
Výsledné hodnoty jsou zaokrouhleny na 2 desetinná místa. 
Tabulka 4.2 – Porovnání vnějších sil [N] 
Bod Tuhé podpory [N] Pružné podpory [N] 
1  25266.9 – 25141.63 = 125.27    148.87 – 150.65 = -1.78  
2         -4.99 + 4.09 = -0.9       -2.23 + 2.27 = 0.04  
3 -25267.1 + 25141.62 = -125.48 -149.09+150.9 = 1.81 
4           3.31 – 1.77 = 1.54   -10.61 + 10.75 = 0.14 





6. Návrh pro experiment 
 
V programu Autodesk Inventor byl vymodelován návrh sestavy pro experimentální 
měření posuvu bodu konstrukce pod působící silou (tj. řešení von Misesova příhradového 
nosníku, který je tématem této diplomové práce). Model je navržen tak, aby šel umístit  
do trhacího stroje TESTOMETRIC M500-50CT (50kN), který je na Katedře aplikované 
mechaniky, FS VŠB-TUO (obrázek 5.1).  
 











Obrázek 5.2 – Model návrhu pro experiment 
 
Model umožňuje volbu jednotlivých pružin, případně pružiny vyjmout a simulovat tak 
nosník na absolutně tuhých podporách. Jednotlivé části jsou polohovatelné a lze tak nastavit 
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počáteční úhel 𝛼. Také je zde možnost výměny materiálu měřené konstrukce, například za 
dřevo, sklo, hliník, plast a jiné.  
 
 













Problematika nelinearit v konstrukcích je velmi obsáhlá oblast. Tato diplomová práce se 
zabývá konkrétně porovnáním teorií 1. řádu, 2. řádu a metody konečných prvků v souvislosti 
se snap-through efektem, který spadá do oblasti geometrických nelinearit. Tento problém je 
podrobněji vysvětlen na jednoduchém příkladu, von Misesově nosníku s uložením na tuhých 
podporách a následně na modifikované úloze s pružnými podporami. 
Hlavním cílem této diplomové práce bylo využít principů teorie 1. řádu, 2. řádu a metody 
konečných prvků pro řešení a následné porovnání těchto metod na jednoduchém příkladu, 
von Misesově nosníku s uložením na tuhých podporách a následně na modifikované úloze 
s pružnými podporami. Diplomová práce je zaměřená na problematiku snap-through efektu, 
který spadá do oblasti geometrických nelinearit. 
V první části diplomové práce je teoretický úvod do nelinearit, se zaměřením na snap-
through problém (geometrická nelinearita).  
Kapitola 2 a 3 se věnuje příkladu von Misesova nosníku s absolutně tuhými podporami 
a následně jeho modifikace s pružnými podporami. Je zde odvození pro analyticko-
numerické řešení podle teorie 2. řádu a následně také alternativní přístup pomocí principu 
minima potenciální energie. Je zde také uvedeno řešení pomocí teorie 1. řádu a teorie 
velkých deformací, kterého bylo dosaženo využitím MKP.  
Ve 4. kapitole je uvedeno porovnání výše uvedených řešení. Z porovnání výsledků je 
patrná překvapivá vhodnost teorie 2. řádu i pro úlohy snap-through. Jednodušší teorie 2. řádu 
má malou chybu v porovnání se složitější metodou popisující nelinearitu velkých deformací 
(MKP) a velmi dobře respektuje geometrické nelinearity. Naproti tomu, primitivní  
a jednoduchá teorie 1 řádu tento jev vůbec nepopisuje, a tudíž ji nelze použít při úlohách se 
snap-through nelinearitou či vzpěrem obecně. Dostatečné přesnosti a jednoduchosti teorie 2. 
řádu při popisu snap-through lze proto využít v praxi na jednoduchých příkladech, 
s výhodou rychlosti výpočtu a jednoduchosti při úpravě rozměrů nebo materiálu. 
Pro následné navázání tématu diplomové práce byl navrhnut přípravek pro 
experimentální měření, který by umožňoval zatěžování požadovaným způsobem a žádoucí 
porovnání výpočtů s experimenty. Přípravek umožňuje volbu jednotlivých pružin, případně 
pružiny vyjmout a simulovat tak nosník na „absolutně“ tuhých podporách. Jednotlivé části 
jsou polohovatelné a lze tak nastavit počáteční úhel 𝛼. Také je zde možnost výměny 
materiálu měřené konstrukce, například za dřevo, sklo, hliník, plast a jiné. Samotné měření 





Diplomová práce je tedy rozdělena do osmi základních částí: 
 
1. Teoretický úvod 
2. Von Misesův nosník s absolutně tuhými podporami (analyticko-numerické řešení dle 
teorie 1. a 2. řádu malých deformací) 
3. Von Misesův nosník s absolutně tuhými podporami (řešení pomocí MKP, teorie 
velkých deformací, sw MSC.MARC/MENTAT) 
4. Von Misesův nosník s pružnými podporami (analyticko-numerické řešení dle teorie 
2. řádu malých deformací) 
5. Von Misesův nosník s pružnými podporami (řešení pomocí MKP, teorie velkých 
deformací, sw MSC.MARC/MENTAT) 
6. Porovnání výše uvedených řešení (1 až 5) 
7. Návrh konstrukce přípravku pro experimentální řešení von Misesova nosníku 
8. Závěr a návrhy pro další řešení 
 
Možnosti dalšího rozvoje tématu zkoumaného v diplomové práci 
Oblast snap-through efektu je možné dále hlouběji zkoumat a zpřesnit výsledky této 
práce pomocí dalších možností, jako je užití nosníkové teorie (přidání efektu ohybového 
momentu a posouvající síly). Řešená úloha von Misesova nosníku by měla být přesnější,  
ale její matematický popis bude složitější a řešení náročnější. Analytické řešení může být 
vhodné pro prvotní odhad, který lze považovat za spolehlivý. Také je zde výhoda v rychlosti 
výpočtu, jakmile jsou sestaveny rovnice pro analytický výpočet. 
Pro zjištění přesné odchylky je v plánu také udělat experiment a výsledné hodnoty 
porovnat. Je také nutné zohlednit jednoduchost úlohy, na které byla analyticko-numerické 
řešení použito, a proto je zde možnost rozvoje i na složitějších úlohách (jiných konstrukcích) 
pro zjištění správnosti výsledků, jako je například na obrázku 6.1, kde je znázorněn příklad 
konstrukce bez kloubu.   
Jako další možnost rozvoje zkoumaného tématu je řešit úlohu stochasticky metodou 




Obrázek 6.1 – Příklad konstrukce bez kloubu 
 
Postupy řešení a závěry získané v této práci je možné použít pro různé obory, ve kterých 
se lze setkat s problematikou snap-through. Společně s vedoucím práce připravujeme 
publikování získaných výsledků diplomové práce ve Scopusu či WOS (např. konference 
Engineering Mechanics 2020 ve Svratce) a také publikování ve výukových textech pro obor 
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